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Radim Demut
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Úvod

Máme soubor regresńıch model̊u a chceme na jejich základě určit predikci
pro konkrétńı objekt.

Jak zkombinovat výsledky jednotlivých model̊u?

Jak určit spolehlivost jednotlivých model̊u?

Je známo, že každý model má jinou spolehlivost pro jiný objekt. Jak
tedy určit spolehlivost pro konkrétńı objekt?
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Úvod

Odhad spolehlivosti:

”Hold-out” estimate: Rozděĺıme data na testovaćı a trénovaćı a náš
odhad chyby bude chyba na testovaćı množině

Cross validace

Konfidenčńı intervaly

Heuristiky

Konformńı predikce
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Úvod

Rozd́ıl induktivńı (off-line) a transduktivńı (on-line) p̌ŕıstup:

V p̌ŕıpadě induktivńıho p̌ŕıstupu vytvǒŕıme nejďŕıve obecné pravidlo
(indukce), pomoćı něhož pak rozhodujeme (dedukce)

V p̌ŕıpadě transduktivńıho p̌ŕıstupu se snaž́ıme j́ıt p̌ŕımo od starých
p̌ŕıkladů k predikci o novém objektu

Rozd́ıl p̌redevš́ım v praktickém použit́ı

Induktivńı p̌ŕıstup: odhad parametr̊u ve statistice

Transduktivńı p̌ŕıstup: odhad pomoćı nejbližš́ıch sousedů
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Konformńı predikce

Předpokládáme, že dostáváme páry (x1, y1), (x2, y2), . . ., které nazýváme
p̌ŕıklady

xi ∈ X - objekt yi ∈ Y - závisle proměnná.

Označme:
Z := X× Y a zi := (xi , yi )
Z∗ ... množina všech n-tic ze Z

Páry (x1, y1), (x2, y2), . . . jsou generované náhodně a nezávisle z nějakého
rozděleńı Q na Z , které neznáme.
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Konformńı predikce

Jednoduchý prediktor je mě̌ritelná funkce

D : Z∗ × X→ Y.

Pro jakoukoliv posloupnost vzor̊u (x1, y1), . . . , (xn−1, yn−1) a nový objekt
xn nám dá predikci yn ∈ Y.

Nyńı ale budeme cht́ıt predikovat podmnožiny Y dost velké na to,
abychom si mohli být celkem jist́ı, že yn lež́ı v této množině.
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Konformńı predikce

Konfidenčńı prediktor je mě̌ritelná funkce

Γ : Z∗ × X× (0, 1)→ 2Y,

která pro každý konfidenčńı parametr 1− ε dá podmnožinu prostoru Y

Γε(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, xn),

která se zmenšuje s rostoućım ε, tzn.

Γε1(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, xn) ⊆ Γε2(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, xn)

kdykoliv ε1 ≥ ε2.
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Konformńı predikce

Mı́ra nekonformity je mě̌ritelné zobrazeńı

A : Z∗ × Z→ R.

Někdy je vhodné uvažovat ḿıru nekonformity pro množinu p̌ŕıkladů
velikosti n jako

An : Zn−1 × Z→ R,

tedy jako zúžeńı A na Zn−1 × Z.
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Konformńı predikce

Pokud máme danou ḿıru nekonformity An a množinu p̌ŕıkladů z1, . . . , zn,
můžeme spoč́ıtat skóre

αi := An({z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn}, zi ),

které ř́ıká, jak moc zi nezapadá mezi ostatńı p̌ŕıklady.

Numerická hodnota αi nám sama o sobě mnoho něrekne, proto se zavád́ı
p-hodnota

|{j = 1, . . . , n : αj ≥ αi}|
n

,

která lež́ı mezi 1/n a 1.
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Konformńı predikce

Konformńı prediktor definovaný ḿırou nekonformity A je konfidenčńı
prediktor Γ, kde

Γε(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, xn),

je množina všech závisle proměnných y ∈ Y takových, že

|{i = 1, . . . , n : αi (y) ≥ αn(y)}|
n

> ε,

kde

αi (y) := A({(x1, y1), . . . , (xi−1, yi−1), (xi+1, yi+1), . . . , (xn−1, yn−1),

(xn, y)}, (xi , yi )), ∀i = 1, . . . , n − 1,

αn(y) := A({(x1, y1), . . . , (xn−1, yn−1)}, (xn, y)).
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Konformńı predikce

Nechť D je jednoduchý prediktor

D : Z∗ × X→ Y.

Pokud nav́ıc máme nějakou ḿıru vzdálenosti ∆

∆ : Y × Y → R

můžeme hodnoty αi (y) a αn(y) definovat jako

αi (y) := ∆(yi ,D{(x1,y1),...,(xn−1,yn−1),(xn,y)}(xi )).

αn(y) := ∆(y ,D{(x1,y1),...,(xn−1,yn−1),(xn,y)}(xn))

nebo

αi (y) := ∆(yi ,D{(x1,y1),...,(xi−1,yi−1),(xi+1,yi+1),...,(xn−1,yn−1),(xn,y)}(xi ))

αn(y) := ∆(y ,D{(x1,y1),...,(xn−1,yn−1)}(xn)).
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Konformńı predikce

Theorem

Pokud jsou p̌ŕıklady generovány náhodně a nezávisle z nějakého rozděleńı
P na Z, potom pravděpodobnosti chyb jednotlivých predikćı jsou rovněž
nezávislé a menš́ı nebo rovné ε. V p̌ŕıpadě vyhlazeného konformńıho
prediktoru jsou rovné ε.

Vyhlazený konformńı prediktor je definovaný pomoćı množiny y ∈ Y

|{i = 1, . . . , n : αi (y) > αn(y)}|+ τn|{i = 1, . . . , n : αi (y) = αn(y)}|
n

> ε,

kde τn jsou nezávislé náhodné veličiny rovnoměrně rozdělené na [0, 1].
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Konformńı predikce

Pro klasifikaci chceme pro dané P a ε:

Aby klasifikátor měl pro každou predikci pravděpodobnost chyby
nejvýše ε

Aby klasifikátor dával asymptoticky co nejméně v́ıcenásobných
predikćı pro dané P a ε

Aby klasifikátor dával asymptoticky co nejvěťśı množstv́ı prázdných
predikćı pro dané P a ε, p̌ri splněńı p̌redchoźıho bodu

Takovýto klasifikátor se dá univerzálně zkonstruovat.
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Konformńı predikce

Hřebenová regrese

Uvažujme nyńı lineárńı regresi, kde minimalizujeme součet čtverc̊u

a||w ||2 +
n∑

i=1

(yi − wT xi )
2.

Predikce pro objekty xi potom je

Ŷn := (ŷ1, . . . , ŷn)T = XXX n(XXXT
n XXX n + aIII d)−1XXXT

n Yn.

Definujme matici
HHHn := XXX n(XXXT

n XXX n + aIII d)−1XXXT
n
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Konformńı predikce

Mı́ru nekonformity definujeme pomoćı αi := |ei | = |yi − ŷi |. Vektor
(α1, . . . , αn)T můžeme psát

(α1, . . . , αn)T = |Yn −HHHnYn| = |(III n −HHHn)Yn|.

Pro Y := (y1, . . . , yn−1, y)T můžeme psát (α1, . . . , αn)T jako

|A + By | := (III n −HHHn)(y1, . . . , yn−1, 0)T + (III n −HHHn)(0, . . . , 0, 1)T y

Odsud vid́ıme, že

αi = αi (y) se může měnit pouze po částech lineárně se změnou y .

p-hodnota p(y) se může měnit pouze v bodech, kde αi (y)− αn(y)
měńı znaménko
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Konformńı predikce

Definujme pro i = 1, . . . , n množinu

Si := {y : αi (y) ≥ αn(y)} = {y : |ai + biy | ≥ |an + bny |},

kde ai a bi jsou složky A a B. Pro Si mohou nastat tyto p̌ŕıpady:

pokud bi 6= bn, potom αi (y) = αn(y) v bodech

− ai − an
bi − bn

a − ai + an
bi + bn

,

pokud bi = bn 6= 0 a ai 6= an, potom αi (y) = αn(y) v bodě

−ai + an
2bi

pokud bi = bn 6= 0 a ai = an, potom Si = R

pokud bi = bn = 0, potom Si je buď ∅ nebo R
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Konformńı predikce

P-hodnotu tedy poč́ıtáme

p(y) =
|{i = 1, . . . , n : y ∈ Si}|

n
.

Můžeme to provést:

sěrad́ıme body, kde αi (y) = αn(y), podle velikosti jako y(1), . . . , y(m)

p̌ridáme y(0) := −∞ a y(m+1) :=∞
spočteme N(j), počet i , že (y(j), y(j+1)) ⊆ Si pro j = 0, . . . ,m

a M(j), počet i , že y(j) ∈ Si pro j = 1, . . . ,m

Γε
n := ∪{(y(j), y(j+1)) : N(j)/n > ε} ∪ {y(j) : M(j)/n > ε}
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Konformńı predikce

Induktivńı konformńı prediktor (ICP)

Mějme osťre rostoućı posloupnost m1 < m2 < . . .
Induktivńı konformńı prediktor Γ je definován:

pokud n ≤ m1, potom Γε(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, xn) nalezneme
pomoćı běžného konformńıho prediktoru

jinak najdeme k takové, že mk < n ≤ mk+1 a

Γε :=

{
y ∈ Y :

|{j = mk + 1, . . . , n : αj ≥ αn}|
n −mk

> ε

}
,

kde
αj(y) := Amk+1({(x1, y1), . . . , (xmk

, ymk
)}, (xj , yj))

αn(y) := Amk+1({(x1, y1), . . . , (xmk
, ymk

)}, (xn, y))
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Konformńı predikce

Speciálně můžeme pro jednoduchý prediktor D a vzdálenost ∆ psát

α(y) := ∆(y ,D{(x1,y1),...,(xmk
,ymk

),(x ,y)}(x))

nebo
α(y) := ∆(y ,D{(x1,y1),...,(xmk

,ymk
)}(x)).

Ve druhém p̌ŕıpadě nám tedy stač́ı poč́ıtat jednoduchý prediktor pouze p̌ri
p̌rechodu k daľśımu mk v posloupnosti.
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Konformńı predikce

Př́ıklady, jak definovat ḿıru nekonformity:

Mı́ra nekonformity založená na 1-nearest neighbor

A({(x1, y1), . . . , (xl , yl)}, (x , y)) =
mini=1,...,l :yi=y d(x , xi )

mini=1,...,l :yi 6=y d(x , xi )

Mı́ra nekonformity pro neuronové śıtě, kde oy je pravděpodobnost, že
x paťŕı do ťŕıdy y

A(x , y) =

∑
y ′∈Y:y ′ 6=y oy ′

oy + γ

kde γ ≥ 0 je vhodně zvolený parametr.
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Konformńı predikce

Pro p̌ŕıpad Bayesova modelu, kterému úplně nevě̌ŕıme, můžeme použ́ıt
ḿıru konformity v p̌ŕıpadě klasifikace

B({(x1, y1), . . . , (xl , yl)}, (x , y)) = p{y}

nebo v p̌ŕıpadě regrese

B({(x1, y1), . . . , (xl , yl)}, (x , y)) = min(p((−∞, y ]), p([y ,∞))),

kde p je posteriorńı pravděpodobnost za p̌redpokladu x po tom, co jsme
dostali (x1, y1), . . . , (xl , yl).
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Odhady spolehlivosti

Vraťme se ke klasickému p̌ŕıpadu:

Máme trénovaćı množinu {(x1, y1), . . . , (xn, yn)}
Máme nějaký model, který pomoćı ńı natrénujeme

Chceme zjistit predikci pro x a odhadnou spolehlivost této predikce
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Odhady spolehlivosti

Analýza citlivosti

Spočteme predikci y objektu x

Přǐrad́ıme x závisle proměnnou y + ε(lmax − lmin), kde lmin a lmax jsou
minimálńı a maximálńı hodnoty ze všech závisle proměnných z
trénovaćı množiny a ε ∈ E

Přidáme (x , y + ε(lmax − lmin)) do trénovaćı množiny, uděláme na této
množině nový model a t́ımto modelem spočteme predikci yε objektu x

Citlivost na rozptyl je potom

SEvar(x) :=

∑
ε∈E (yε − y−ε)

|E |

a na vychýleńı

SEbias(x) :=

∑
ε∈E (yε − y) + (y−ε − y)

2|E |
.
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Odhady spolehlivosti

Rozptyl ”bagged” modelu

Z trénovaćı množiny vezmeme ”bootstrap” výběry L(i), i = 1, . . . ,m
a na každém z nich uděláme nový model

Každý z model̊u dá predikci Ki , i = 1, . . . ,m pro objekt x

Závisle proměnná k objektu x je predikována jako pr̊uměr jednotlivých
predikćı

K :=

∑m
i=1 Ki

m
.

Odhad spolehlivosti je definován jako rozptyl predikćı

BAGV(x) :=
1

m

m∑
i=1

(Ki − K )2.
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Odhady spolehlivosti

Lokálńı ǩŕıžová validace

Vezmeme množinu k nejbližš́ıch sousedů x
N = {(x1,C1), . . . , (xk ,Ck)}
Pro každé (xi ,Ci ) ∈ N vygenerujeme model Mi na N \ {(xi ,Ci )}
Pak spočteme predikci Ki pro objekt xi pomoćı modelu Mi a
spoč́ıtáme chybu Ei = |Ci − Ki |. Odhad spolehlivosti je vážený
pr̊uměr lokálńıch chyb

LCV(x) :=

∑
(xi ,Ci )∈N

1
d(xi ,x) Ei∑

(xi ,Ci )∈N
1

d(xi ,x)

,

kde d je nějaká vzdálenost na X.
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Odhady spolehlivosti

Lokálńı model chyby

Spočteme predikci y objektu x

Vezmeme množinu k nejbližš́ıch sousedů x
N = {(x1,C1), . . . , (xk ,Ck)}
Chybu vezmeme jako rozd́ıl pr̊uměru ze závisle proměnných nejbližš́ıch
sousedů a predikce

CNK(x) :=

∣∣∣∣∣
∑k

i=1 Ci

k
− y

∣∣∣∣∣ .
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Odhady spolehlivosti

Odhad spolehlivosti na základě hustoty

Odhad hustoty pro objekt x je

p(x) :=

∑n
i=1 κ(d(x , xi ))

n
,

kde d znač́ı nějakou vzdálenost na prostoru X a κ je jádrová funkce
(můžeme volit nap̌ŕıklad normálńı jádro).
Protože p̌redpokládáme věťśı chybu p̌ri menš́ı hustotě definujeme odhad
spolehlivosti jako

DENS(x) := max
i=1,...,n

(p(xi ))− p(x).
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Odhady spolehlivosti

Data z chemického pokusu:

Dvě diskrétńı proměné a jedenáct spojitých proměnných

Sedm generaćı

V každé generaci 92 dat

Prvńıch šest generaćı použito pro učeńı modelu, posledńı pro testováńı

Nejďŕıve rozclusterujeme podle diskrétńıch proměnných

Potom na každém clusteru trénujeme RBF śı̌t s r̊uzným počtem
komponent
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Odhady spolehlivosti
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Závěr

V daľśı práci se zamě̌ŕıme na:

Implementaci zde popsaných metod pro r̊uzné modely, speciálně ve
FAKE-GAME.

Pomoćı simulaćı porovnáme r̊uzné metody pro kombinaci regresńıch
model̊u.

Na základě simulaćı se pokuśıme vylepšit stávaj́ıćı metody pro
kombinaci regresńıch model̊u.
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