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(1) Uvod
© Konformni predikce

© Odhady spolehlivosti

Q zawer
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Mame soubor regresnich modell a chceme na jejich zdkladé urdit predikci
pro konkrétni objekt.

o Jak zkombinovat vysledky jednotlivych model?
o Jak urdit spolehlivost jednotlivych model?

@ Je zndmo, Ze kazdy model m3 jinou spolehlivost pro jiny objekt. Jak
tedy urdit spolehlivost pro konkrétni objekt?
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Odhad spolehlivosti:

"Hold-out” estimate: Rozdé&lime data na testovaci a trénovaci a nas
odhad chyby bude chyba na testovaci mnozin&

Cross validace
Konfiden&ni intervaly
Heuristiky

Konformni predikce
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Rozdil induktivni (off-line) a transduktivni (on-line) p¥istup:

o V pfipadé induktivniho pFistupu vytvofime nejd¥ive obecné pravidlo
(indukce), pomoci n&hoZ pak rozhodujeme (dedukce)

@ V pfipadé transduktivniho pFistupu se snaZime jit pfimo od starych
ptikladli k predikci o novém objektu

@ Rozdil ptedevsim v praktickém pouZiti
@ Induktivni pFistup: odhad parametr(i ve statistice

@ Transduktivni pFistup: odhad pomoci nejblizdich sousedi
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Konformni predikce

P¥edpoklddame, Ze dostdvame péry (x1,y1), (x2,y2),. .., které nazyvdme
priklady
x; € X - objekt yi € Y - zavisle proménna.

Oznaéme:
Z:=XxYaz:=(x,yi)
Z* ... mnoZina vSech n-tic ze Z

Pary (x1,y1), (x2,y2), ... jsou generované ndhodné& a nezavisle z n&jakého
rozdéleni @ na Z, které nezndme.
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Konformni predikce

Jednoduchy prediktor je méFitelna funkce
D:Z*xX—Y.

Pro jakoukoliv posloupnost vzoril (x1,y1), ..., (Xn—1, ¥n—1) a novy objekt
Xp nam da predikci y, € Y.

Nyni ale budeme chtit predikovat podmnoziny Y dost velké na to,
abychom si mohli byt celkem jisti, Ze y, leZi v této mnoZiné.
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Konformni predikce

Konfiden&ni prediktor je mé¥Fitelna funkce
M:Z"xXx(0,1) =2,
ktera pro kazdy konfiden&ni parametr 1 — ¢ d4 podmnoZinu prostoru Y
FE(X1, Y15+ Xn—15 Yn—1, Xn),
kterd se zmensuje s rostoucim ¢, tzn.
M (X1, Y15+ Xn—15 Yn—1,Xn) © TE2(X1, Y1, -+ s Xn—1, Yn—1, Xn)

kdykoliv 1 > e5.
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Konformni predikce

Mira nekonformity je mé¥itelné zobrazeni
A:Z*xZ R

N&kdy je vhodné uvaZovat miru nekonformity pro mnozinu p¥ikladi

velikosti n jako
A, 2" 1 xZ SR,

tedy jako ziZeni Ana Z"1 x Z.
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Konformni predikce

Pokud mame danou miru nekonformity A, a mnozinu ptikladid z1, ..., z,,
miZeme spoditat skére

ai =A({z1,. .. zi—1, Zig1s - -5 20}, Z0),
které ¥ika, jak moc z; nezapadd mezi ostatni pfiklady.

Numerickd hodnota a; ndm sama o sob& mnoho nefekne, proto se zavadi

p-hodnota
’{./2177”0{[2@!}’

)

n

ktera lezi mezi 1/n a 1.
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Konformni predikce

Konformni prediktor definovany mirou nekonformity A je konfidenéni
prediktor I', kde
re(xl) Yi,---3Xn—1,Yn-1, Xn)a

je mnoZina v8ech zavisle promé&nnych y € Y takovych, Ze

Hi=1,...,n:ai(y) > an(y )}]

kde
ai(y) = A{Ga,n), .- (xie1, yic1), (Xiv1, Yig1)s - -5 (X1, Ya—1),
(Xn,Y)}a(Xi,}/i))a Vi=1,...,n—1,
an(y) = A{(a,51).-- s (-1, ¥a-1)}, (%0, ¥))-
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Necht D je jednoduchy prediktor

D:Z*"xX—Y.
Pokud navic mame néjakou miru vzdalenosti A
A:Y¥YXY =R
mizeme hodnoty a;(y) a a,(y) definovat jako
@i(y) = AWV, Di(xry1).omrs(in1,vn-1). (xmy)} (X0))-

an(}/) = A(Y: D{(xl,y1),...,(xn,1,y,,,l),(x,,,y)}(Xn))

nebo
@i(y) = Ais Di(xq 1) (xi—18i1)s (551551 Gnt¥n1 ) ()} (X0))
an(y) = A, Ditan),(xo-1.yn1)} (Xn))-
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Konformni predikce

Theorem

Pokud jsou pFiklady generovany nahodné a nezavisle z néjakého rozdéleni
P na Z, potom pravdépodobnosti chyb jednotlivych predikci jsou rovnéz
nezavislé a mensi nebo rovné €. V pFipadé vyhlazeného konformniho
prediktoru jsou rovné e.

Vyhlazeny konformni prediktor je definovany pomoci mnoZiny y € Y

Hi=1,....n:ai(y) >an(y)}H +m{i=1,...,n:ai(y) = an(y)

n

e .

kde 7, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny rovnomé&rn& rozdélené na [0, 1].
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Konformni predikce

Pro klasifikaci chceme pro dané P a «:

@ Aby klasifikdtor mél pro kaZdou predikci pravdépodobnost chyby
nejvyse €

o Aby klasifikator daval asymptoticky co nejméné vicendsobnych
predikci pro dané P a ¢

@ Aby klasifikator daval asymptoticky co nejvétsi mnozstvi prazdnych
predikci pro dané P a €, pti splnéni pfedchoziho bodu

Takovyto klasifikator se dd univerzaln& zkonstruovat.
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Konformni predikce

H¥ebenova regrese

UvaZujme nyni linedrni regresi, kde minimalizujeme soudet ¢tvercli
n
2 T2
allwl?+ (i = wx).
i=1

Predikce pro objekty x; potom je

~

Yoi= (1o 90)T = XalX] Xo + al ) X] Yo,

Definujme matici

Hp = Xo(XTX, + al )" 1XT
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Konformni predikce

Miru nekonformity definujeme pomoci «; := |ej| = |y; — yi|. Vektor
(ai1,...,a,)" miZeme psat

(o1,...,0n) T =Yy = HoyYal = (1, — Hp) Y,
Pro Y :=(y1,...,¥n 1,y)" miZeme psat (a1,..., )" jako
|A+ By| := (I, —Hp)(y1, .-, ¥n-1.0)" + (In — Hn)(0,...,0,1)Ty

Odsud vidime, Ze
e a; = «aj(y) se miize ménit pouze po &astech linedrn& se zm&nou y.

@ p-hodnota p(y) se miZe ménit pouze v bodech, kde «;(y) — an(y)
méni znaménko
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Definujme pro i = 1,...,n mnoZinu

Si={y aily) = anly)} = {y : lai + biy| > |an + bnyl},

kde aj a b; jsou slozky A a B. Pro S; mohou nastat tyto pfipady:
e pokud b; # by, potom «j(y) = an(y) v bodech

aj — an aj + an

“hi—b, ©  bi+by

e pokud b; = b, # 0 a a; # ap, potom «a;(y) = an(y) v bod&

_ditan
2b;

@ pokud b; = b, #0 a a; = a,, potom S; =R
e pokud bj = b, = 0, potom S; je bud () nebo R
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Konformni predikce

P-hodnotu tedy poditame

Hi=1,...,n:y €S}
n

p(y) =

MiZeme to provést:
o sefadime body, kde a;(y) = an(y), podle velikosti jako y(1y, .., Y(m)
@ pfiddme y(g) := —00 a Y(my1) = O
o spotteme N(j), potet i, Ze (y(jy, ¥(j+1)) S Siproj=0,...,m
® a M(j), potet i, ze y(jy € Siproj=1,...,m
o 1% = {0 Ygen) - NG)/n > ) U {yg - MG)/n > )
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Konformni predikce

Induktivni konformni prediktor (ICP)

Mé&jme ostFe rostouci posloupnost m; < mp < ...
Induktivni konformni prediktor I je definovén:

e pokud n < my, potom *(x1,y1,...,Xn—1, ¥Yn—1, Xn) Nalezneme
pomoci b&Zného konformniho prediktoru

@ jinak najdeme k takové, Ze my < n < my41 a

rE.: er_|{j:mk+1,..-,n:OCjZOén}|>€
- ' n— my ’

kde

aj(y) = Amk+1({(X17y1)7 R (ka7ymk)}7 (XJ7yJ))
an(}/) = Amk+1({(X1>)/1)a ) (ka’ymk)}7 (Xn,y))
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Konformni predikce

Specidln& miZeme pro jednoduchy prediktor D a vzdéalenost A psat

O[(_y) = A(y7 D{(x1,y1),.~,(ka 7ymk)’(X’Y)}(X))

nebo
a(y) = AW, Di(xyp1),..os(ximg ym )} (X))-

Ve druhém p¥ipadé ndm tedy stali pocitat jednoduchy prediktor pouze pfi
ptechodu k dalSimu my v posloupnosti.

Radim Demut () Spolehlivost odhadti v regresnich modelech 26. kvétna 2011 20 /31



Konformni predikce

P¥iklady, jak definovat miru nekonformity:

e Mira nekonformity zaloZena na 1-nearest neighbor

min,':17.._7/;yi:y d(X, X,')
mini:l,...,l:y,-;éy d(X7 Xi)

A{Gasy1)s - (v} (0 y)) =

@ Mira nekonformity pro neuronové sitg&, kde o, je pravdépodobnost, Ze
x pat#i do tfidy y
A(X,y) _ Zy/EY:y’;éy Oy’
Oy + 7y

kde v > 0 je vhodné& zvoleny parametr.
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Konformni predikce

Pro p¥ipad Bayesova modelu, kterému tplné nevéfime, mizeme pouZit
miru konformity v pfipadé klasifikace

B({(x,y1),-- - (i)}, (x,¥)) = ply}

nebo v p¥ipadé regrese

B{(xa,y1); -, (ay1)}, (%, ) = min(p((—o0, 1), p(ly, o)),

kde p je posteriorni pravdépodobnost za predpokladu x po tom, co jsme
dostali (x1,y1),- .., (X1, ¥1)-
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Odhady spolehlivosti

Vratme se ke klasickému p¥ipadu:

e Mdame trénovaci mnozinu {(x1,y1), .., (Xn, ¥n)}

o Mame néjaky model, ktery pomoci ni natrénujeme

@ Chceme zjistit predikci pro x a odhadnou spolehlivost této predikce
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Odhady spolehlivosti

Analyza citlivosti

@ Spocteme predikci y objektu x

e PYifadime x zdvisle prom&nnou y + £(/max — Imin), kde Imin @ Imax jsou
minimalni a maximalni hodnoty ze v3ech zavisle proménnych z
trénovaci mnoziny a € € E

o Pfidame (x,y + &(/max — Imin)) do trénovaci mnoZiny, udélame na této
mnozin& novy model a timto modelem spoéteme predikci y. objektu x

Citlivost na rozptyl je potom

ZseE(yE B y*€)
|E|

SEvar(x) :=

a na vychylen{

Yoece(Ye —y) + (Y—e — ¥)

SEbias(x) := 2/E]
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Rozptyl "bagged” modelu

e Z trénovaci mno¥iny vezmeme "bootstrap” vybgry L), i=1,... ,m
a na kazdém z nich udéldme novy model

o Kazdy z modeli dé predikci K;,i = 1,..., m pro objekt x

@ Zavisle proménnd k objektu x je predikovdna jako priimér jednotlivych
predikci

K= Z:n:l Kf
: —m .

Odhad spolehlivosti je definovdn jako rozptyl predikci

BAGV/(x Z(K K)?
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Odhady spolehlivosti

Lokalni k¥iZzova validace

@ Vezmeme mnozinu k nejblizSich sousedi x
N = {(Xl, Cl), ey (Xk, Ck)}
e Pro kazdé (x;, C;) € N vygenerujeme model M; na N\ {(x;, G;)}
o Pak spotteme predikci K; pro objekt x; pomoci modelu M; a
spotitdme chybu E; = |C; — K;|. Odhad spolehlivosti je vaZzeny
pramé&r lokalnich chyb
1
_ Z(X“Cf)GN d(xi,x) Ei

= 1 ,
Z(X,‘,C,‘)EN d(x,-,x)

LCV(x) :

kde d je néjakd vzdalenost na X.
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Lokalni model chyby

@ Spotteme predikci y objektu x

@ Vezmeme mnoZinu k nejblizsich sousedl x
N = {(Xl, Cl), ey (Xk, Ck)}

@ Chybu vezmeme jako rozdil priimé&ru ze zavisle proménnych nejbliZsich
sousedil a predikce

k .
CNK(x) := ‘% —yl.
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Odhady spolehlivosti

Odhad spolehlivosti na zakladé hustoty

Odhad hustoty pro objekt x je

p(x) = S K00)

kde d znal&i n&jakou vzdalenost na prostoru X a x je jadrova funkce
(maZeme volit napfiklad normdlni jadro).

ProtoZe predpokldddme vétsi chybu p¥i mensi hustoté definujeme odhad
spolehlivosti jako

DENS(x) := max (p(xi)) — p(x).

i=1,...,n
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Odhady spolehlivosti

Data z chemického pokusu:

Dvé diskrétni proméné a jedenact spojitych proménnych

Sedm generaci

V kazdé generaci 92 dat

Prvnich Sest generaci pouzito pro u¢eni modelu, posledni pro testovani

Nejd¥ive rozclusterujeme podle diskrétnich proménnych

Potom na kazdém clusteru trénujeme RBF sit s riiznym po&tem
komponent
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Odhady spolehlivosti

absolute error of model predictions
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V dal$i praci se zamé¥fime na:

@ Implementaci zde popsanych metod pro riizné modely, specialné ve
FAKE-GAME.

@ Pomoci simulaci porovndme riizné metody pro kombinaci regresnich
modeld.

o Na zadkladé simulaci se pokusime vylepsit stavajici metody pro
kombinaci regresnich modeld.

Radim Demut () Spolehlivost odhadti v regresnich modelech 26. kvétna 2011 31/31



	Úvod
	Konformní predikce
	Odhady spolehlivosti
	Záver

