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Nahodné rozlozeni bodu.. ?
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Nahodné rozlozeni bodu.. ?

regular
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Nahodné rozlozeni bodu.. ?

CCDT
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Rizeni hustotou pravdépodobnosti

DY . . PPYTTL
e o R . s
S ) s At . e
L SRR e L U
. - . . . s AN s vAT ¥y .‘ . . et
S e S
3] DRI et ° °

SUI 26. 3. 2015 © Josef Pelikan, http://cgg.mff.cuni.cz/ 7/ 51



Rizeni hustotou pravdépodobnosti
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Aplikace

+ vzorkovani pro Monte-Carlo kvadraturu
* rychlost, diskrepance, hustota

+ tiskarstvi — tupovani (,,stippling®), FM dithering
+ hustota, spektralni vlastnosti, estetika

+ simulace prirodnich jevu (stromy, bunky, ..), hry
+ spektralni vlastnosti, estetika, hustota
¢ deterministické chovani

+ design, architektura
+ estetika, efektivita vyroby (opakovani vzoru)

+ generovani siti pro FEM
+ diskrepance, hustota
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Jak hodnotit rozloZeni bodu v roviné?

+ rovnomernost pokryti: diskrepance
+ mira nahodilosti?
+ estetika?

Lloyduv algoritmus

,Centroidal Voronoi“
skalarni kvantizace
1982
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Diskrepance

+ mira rovnomérnosti pokryti domény sadou vzorku

+ Monte-Carlo integrace

¢+ Zaremba 1968 zavadi pojem diskrepance (ukotvené
levé horni rohy obdélniki)

[0,0] = -
o ® d bl =lab — —
o O ON_n (a’ ) d N

b o % O

® |[ab] Do = max , pefo.1] d(a) b)
@) O ’ O
0 O
[1,1]
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Jiné formy diskrepance
+ stredni kvadratickd hodnota misto maxima
D,=[fd(a,b) dadb

+ Stroud 1971 navrhuje pocitat pres vSechny obdélniky

dla,b,c,d)= (a—c)(b—d)—%
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Visualizace diskrepance

random Dr-Cr
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+ jsou prirozene?
+ Zakon ridkych jevi“ (,Law of Rare Events®)

* Poissonovo rozdeleni s malou hodnotou p

n= 0.5
c, =23
c, =38

C2=5
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Spektralni charakteristiky

+ hodnoceni miry pravidelnosti

¢ pritomnost nezadoucich vzoru
+ vyskyt shluku

+ spektralni analyza se objevuje pri hodnoceni
kvality pultonovani v tiskarstvi
+ jiz Allebach 1977
+ detailni pouziti: Ulichney, Digital Halftoning, 1987
+ frekvencni spektrum — Fourierova transformace
+ periodogram — jiz Schuster 1898
¢ prumerovani periodogramu — Bartlett 1948
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Fourierovské ,power spectrum” ‘..
+ mnozina N vzorku v rovineé:
N N
S = {Sk}kzl — { [xk’yk] }k:1

+ funkce rozlozeni vzorku (definovana na R?):

N
S(X’J’) — Z 6(x_xk:)’_J/k)
k=1
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Fourierovské ,power spectrum“ .7

+ Fourierova transformace se da zjednodusit na:

N

F(f) _ Z e—2ni(f-sk)

k=1
kde f je frekvencni vektor [f, j; | e 722

+ anakonec vykonové spektrum:

2

P(f)=|F(f)| = %(ﬁ cos(2rcf-sk)) +%(§; sin(2nf.sk))
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Priklady spektralni analyzy

+ Fourierova transformace

semi-jittering
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Priklady spektralni analyzy

+ radialné primérované spektrum
* hodnoceni radialni symetrie
¢ redukce nizkych frekvenci (chceme ,modry Sum®)

Radially averaged Fourier: Semi-jittering, n=1024, res=256

120

100

a0

B0

40 |
20 \ A'wmﬂf\ﬁ-—amﬂ_m—ﬁuwx—ﬁ

/IJ-
0

o 40 a0 120 160 200 240
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,Pekne” spektrum

+ vlastnosti ,,modrého Sumu® (Ulichney 1987)

. .
ooooooooooooooooo
.
.
* e ”

..........

Mitchell
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.Peékné” spektrum

+ radialné primérované spektrum
+ cerveny graf — radialni rozptyl (izotropie spektra)

Fadizally averaged Fourier: Mitchell, inst=10, n=1024, res=28&

120

100 /,\
a0

40 /
20

0 50 100 150 200 250
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Jiné ,pekné” spektrum

Radially averaged Fourier: Poisson-disk, inst=10, n=1024, res=256

N
J [N
I,

=
=

100 150
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Radially averaged Fourier: Semi-jittering, n=1024, res=256

T _JAUA\J LJUAM \JIU\J«MMJ\/L

40

a0 120 160 200
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Pravidelny rastr

e e e e e e e + diskrepance
L + jednoduchost
o - pravidelnost

- interference
o - nepokryva doménu
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Nahodné vzorkovani

: L . + nepravidelnost
o e o + jednoduchost
_ . + lze ridit hustotou
y . + pokryva doménu
. : . - diskrepance (shluky)
., _ Nezavislé realizace
. L vhodné ndhodné veli¢iny
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Jittering (roztreseni)

+ nepravidelnost

+ jednoduchost

+ diskrepance

+ pokryva doménu

- nelze snadno ridit
hustotou

yotratified sampling”
ve statistice..
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Jittering (roztfeseni)

4 Subintervaly mohou byt
libovolné (stejny obsah)
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Semi-jittering

SUI 26. 3. 2015

+ jednoduchost

+ diskrepance

- ¢aste¢na pravidelnost

- nepokryva doménu

- nelze snadno ridit
hustotou
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Semi-jittering
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+ nepravidelnost

+ pokryva doménu

- trochu horsi
diskrepance (shluky)
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- . - ' Vkazdém radku i sloupci
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Hammersley

SUI 26. 3. 2015

+ vyborna diskrepance
+ deterministické

+ velmi rychly vypocet
- nelze zahustovat

- Spatné spektrum

Na podobném principu je
zalozena 1 Haltonova
sekvence..

© Josef Pelikan, http://cgg.mff.cuni.cz/ 33 /51



Deterministické sekvence

+ na podobném principu jsou zalozZeny:
+ Halton, Hammersley, Larcher-Pillichshammer

+ pro prvocislo b necht je kladné prirozené ¢islo n
vyjadreno pomoci b-arni reprezentace:

L—1
n= Z d, (n)b"
k=0

+ pakje definovéno cislo v intervalu [0,1):
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Halton, Hammersley

» slavna Haltonova sekvence (napr. b =2, b =3):
x(n) =g, (n), g, (n)]

+ Hammersley sekvence (napr. b=2):

v(n)=| 22, g,(n
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Larcher-Pillichshammer

SUI 26. 3. 2015

+ vyborna diskrepance
+ deterministickeé

+ velmi rychly vypocet
+ 1ze randomizovat

- nelze zahustovat

- Spatné spektrum

© Josef Pelikan, http://cgg.mff.cuni.cz/ 36 /51



Larcher-Pillichshammer

+ misto d,(n) se pouziva

\

[ L
Ip,(n)= \Z]‘: d,(n) | mod 2

+ analogicky definujeme
Ip(n)= 2. Ip(n)27""
k

» ..aposloupnostvzorki  x(n)= %, Ip(n)
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Pravidelnosti ve spektru

Radially averaged Fourier: Larcher-Fillichshammer, inst=10, n=1024, res=2586
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Poissonovo diskové vzorkovani .

+ nepravidelnost

+ estetika

+ diskrepance

+ pokryva doménu
+ 1ze ridit hustotou
- pomalé

- obtizné nastaveni D

. Dva vzorky nesméji byt
: bliz nez D
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Poissonovo diskové vzorkovani .

Algoritmus:

N _{ vrhani Sipky s kontrolou

oot | vzdalenosti

e ol | (,dart-throwing with
AN rejection®)
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Mitchelluv algoritmus

+ jako Poisson-disk
+ inkrementalni

+ nepotrebuje D

- velmi pomaly!

Algoritmus:

N-ty vzorek vybiram

z NK kandidatu,

prijmu ten nejvzdalenéjsi
K > 5 (vétsi K .. kvalita)
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Inkrementalni ukazka

Pocet vzorku:

10, 40, 160,
640, 2560

K=10
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0992,

Lloyddv algoritmus

e e e e e ee + diskrepance
Ce . + modry Ssum
I + vyborné pokryva
. L . - pomaly!
o S - pravidelnosti na konci
Lot . konvergence!
o . L T Algoritmus:
. o generator kazdé Voronoi
et e bunky se posune do tézis-

té své bunky .. iterace
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Lloyd - postup vypoétu

10 30
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Pravidelnosti
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Kapacitné omezené distribuce ‘.

+ diskrepance

+ modry Sum

+ vyborné pokryva

+ lze ridit distribuci

- pomaly (ale je znamo
mnozstvi urychleni)

Vychazi z Centr. Voronoi:

Aby nevznikaly pravidel-
nosti, zavadi se kapacitni
omezeni
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CCPD

function CCPD(N, K, pdf) > pocet vzorku, K, hustota pravdeép.

Point|] S + new Point[N] > sada vzorku
List< Point> || P + new List < Point>[N] > a jejich body
for i+ 1, N do > 1mnicializace
for k+— 1, K do
Pli].add(pdf()) > bod vygenerovany podle hustoty pdf
end for
S[i] +— CENTROID(PJi]) > téziste seznamu bodu
end for
repeat > jedna zlepsujici generace

changed < false
for alli,7+ 1, N do
List < Point > Ti + CLOSER(P[i], S[j], S[i])
List < Point > Tj + CLOSER(P[j], S[i], S[j])
if Ti 20ATj#0 then
changed + true > body se budou vymeénovat
repeat > vymena nejmene vyvhodnych bodu
Pli].remove(Ti[0]); P[jl.add(Ti[0]); Ti.delete At(0)
P[j].remove(T'5]0]); Pli].add(T'5[0]); Tj.delete At(0)
until Ti =0v Tj =0
S[i| + CENTROID(P[i]) > prepocitam tézisteé
S[j] «+ CeENTROID(P[j])
end if
end for
until —changed
return S

end function



CCPD - postup vypoctu

SUI 26. 3. 2015 © Josef Pelikan, http://cgg.mff.cuni.cz/ 48 / 51



Porovnani metod - diskrepance .7

+ pramerovani pres 100 pokusi
* 1024 vzorku v sadé, vhodné nastaveni parametru
jednotlivych vzorkovani (n€kdy i vice variant)

¢ Stroudova diskrepance (vSechny obdélniky, RMS)
+ prumérna diskrepance (-103) a std. odchylka (-107°)

s Lloyduv algoritmus

+ pro dobry vysledek se musi zastavit pred koncem
konvergence (empiricky: generace 40)

* pro porovnani i vysledek z pokrocilejsiho stadia
konvergence — cca Centroidal Voronoi (generace 400)
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Porovnani metod - diskrepance
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metoda diskrepance SD
Pravidelné 7.468 0.0
Hammersley * 0.811 0.0
Larcher-Pillichshammer * 0.811 0.0
Nahodné 8.941 2.5
Jittering 2.503 0.0
Semi-jittering 4.159 0.0
N vezi 5.220 0.5
Poissonuv disk 3.255 0.2
Mitchell 3.183 0.2
Lloyd (g=40) 6.400 2.5
Lloyd (g=400) 5.661 1.8
CCPD 2.154 0.0
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