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Motivacni priklad

Mame neznamou funkci f = f(x),
kterou chceme aproximovat

.Trenovaci data: D ={(x_,d ),..,(x ,d )}, kde

d=f+¢, E{E} = (0, stfedni hodnota & ($um) rovna se nula

*Naucime libovolny model g aproximovat funkci f
y=9(Xx,w) . w —vektor vah
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Priklad graficky

o Stredni kvadraticka chyba

1 N
MSE = ~ g
y = g(x,w)
« Trénovaci data

N = 100, AL
MSE = 0.0799417 it
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Ruzné testovacidataz f

MSE = 0.0935569
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MSE = 0.0852322
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Jak se méni MSE

» Zkusime odvodit jak se bude menit MSE
E(MSE|=E| ;3 (v,=d)’}=5; 2 E{(y,~d,)’]

* Pripomenuti ze statistiky

Necht' X je nahodna proména nabyvajici hodnoty X ,i=1.Ns
rozdelenim pravdepobnosti P(X)

N
Stfedni hodnota X: E{X}:Zx.P(x.)N%Z X,
i=1 /

Variance X:  Var (x) = E{(X - E{X})} = E{X?} - (E{X})?
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Pripomenuti ze statistiky

Prepiseme vztah pro varianci
- Var (x) = E{(X - E{X})’} = E{X} - (E{X})°
- E{X?} = (E{X}) + Var (x)

Dalsi vlastnosti:
- E{c} =c, kdyz je ¢ konstanta
- E{cX} = cE{X]
- E{X +Y}=E{X} + E{Y]
- E{XY} = E{X} E{Y], pokud X, Y jsou nezavisle nahodne
veliciny
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Odvozeni MSE

E(MSE|=E| ;3 (v,=d)* = 2 E((y,~d,)’]

. Nejprve odvodime: / f(x) — je skuteCna funkce (nezname)

E{(y-d )} =El(y- 1)} +Ele’]
» A nasledné analogickym postupem ziskame:
El(y,-£)} = El(y,- Ely, )]} + E{(Ely,}- £ ]’} = Var(y) + Bias(y,)”
 Dame vSe dohromady

E {MSE} = Var(y) + Bias(y )’ + E{’} \

Neredukovatelny Sum
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Bias Variance a Sum prakticky

* Hodnotime ucici algoritmus

- Bias: E{(E{y }- f /} urCuje jak presny jsou modely v
prumeéru od skutecné funkce, naucené pres
vSsechny mozné trenovaci data

- Variance: E{(y - E{y }’} meri jak jsou modely citlivy
na zmenu trenovacich dat
« Kdyz chceme prumérné MSE mit minimalni,
musime minimalizovat jak bias tak variance
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Bias Variance a Sum prakticky

 Bias: EfEly j- ) Variance: Efy - Efy }7.
* Pokud Model y = g(x), bude konstantni funkce s hodnotou c, tak

Variance bude nulova, ale Bias bude veliky.

« Pokud Model preuc€ime, ze bude prochazet kazdym bodem skuteCné
funkce f, tak Bias bude nulovy, ale variance bude obrovska
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UcCeni s minimalni chybou

* Pokud chceme mit vyslednou chybu minimalni,
musime pri uceni vyvazit bias a variance

e To neni az tak trivialni problém

High Bias Low Bias

o

e

E Low Variance High Variance
-
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Chyba u Ensemblu

» Méjme skupinu modelu g (x,w),..g_(X,w )

« Kazdy model nauCime separatne. Chybova funkce
bude MSE

* Posléeze modely zkombinujeme
_ 1 <
g(x;wl,..,wM):ﬁ; g.(x,w))

» Vysledny ensemble muzeme povazovat za
samostatny model
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Chyba u Ensemblu

* Chyba ensemblu tedy muze byt také
dekomponovana na Bias-Variance slozky

* Navic chyba u ensemblu muze byt také
dekomponovana:

bias=

I M:

a7 2 (Elz)—d)

var=izE{<g,-—E{gi}>2}

covar =

i=1i#=j
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Chyba u Ensemblu

» Celkova chyba ensemblu

E{(g—d)z}ZbiZzsz+ch_zr—l— L

M M(M_I)COVCZI/'

« Zavisi krome na biasu a variance individualnich
modelu také na kovarianci mezi jednotlivymi
modely

* PFi uceni ensemblu, je tedy vyhodne brat
tuto kovarianci v uvahu
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Chyba ensemblu také jinak

* Ambiguity decomposition (Krogh, Vedelsby 1995)
(gens_ d )2: Z; Ci( g, —d )2_ Z C; (gi_ gens)2

* V libovolném bode kvadraticka chyba ensemblu je
mensi hebo rovna vazené prumérné chybé jeho
jednotlivych modelu.

* Druhé &ast vyjadfuje variabilitu jednotivych modeld,
ze kterych je ensemble utvoren. Vzdy >= 0 !
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Optimalni chyba ensemblu

* Minimalizace prumérnou chybu jednotlivych
modelu

« Maximalizace rozdilu jednotlivych modelu a
celkoveho ensemblu

* Tyto dvé slozky musime vyvazit stejné jako u
jedineého modelu: bias — variance
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Zkombinujeme obe chyby

2y, 2 1 _ 1 —
El{(g,.—d) |=bias —I—Mvar—l—M(M_l)covar
(gens_d)zzzci(gi_d)z_zCi(gi_gens)z c.=1/M
i=1 Z |

1 2 1 .2 | 1 —
Ei— —d)—— — =bias’ +— var +
{M;(gl ) MZ(& o) = bias™ - var e s covar

* A budeme hledat gradient jako u Back

propagation, ve vystupni vrstve.

Kdyz K = 0, gradient chybova funkce je

oe, 1 umérny gradientu chyby jednoho modelu

’=M (g,—d)—K(g,—gus)]

Kdyz K =1, g. Cast se vyrusi a ensemble
se chova jako jeden model
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Negativni korelace

* Ensemblovaci metoda, ktera pfri uceni
jednotlivych modelu, bere v Gvahu vzajemnou
podobnost jednotlivych modelu

 Puvodné heuristicka metoda

1
eizz(gi_d)z‘w\pi/

Penalizacni Clen

i—1

p=(g—d)Y. (g,~d) p=(g—d)). (g,~d) P8 Qo) 2. (8,7 & on)

j=1 J#i J#i

» UCi jednotlivé modely paralelne, A € <0,1>

— | INTELUGENCE Praha, 2010
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Negativni korelace

 Behem uceni explicitne vyvazuje jednotlivé
casti chyby: bias variance kovariance

- VySSi hodnota A zpusobuje snizovani hodnoty
kovariance

* Da se odvodit, ze gradient chyby jednotliveho
modelu je umerny gradientu chyby celého
ensemblu
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Negativni korelace

« VSimneme si, Zze penalizacni ¢len, muzeme
prepsat, protoze S (g,—g..)=0

i

p=(g— g, )l—(g—gu)=—(g—gu)

» Chybova funkce jednoho modelu

1
ei:§<gi_d)2_A<gi_gens>2

 Porovname s ambiguity theoremem | a=12

%(gens_d)zzﬁ; (%(gi—d)z)—zi: (%(gi_gens)z)
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Ensemble jako samostatny model

* Prohledavani stavoveho prostoru v zavislosti na
hodnote A

 Ensemble jako tfi samostatné sité ucené NCL
- Pro:A=0a A="1 "
 Ensemble jako jedna velika sit |
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Ensemble jako samostatny model

« 3 samostatné sité, ensemble prumér

| N
- Aktualizace W _ T W
- A=0
de,
awgi:_(fi_d)][fi(l_fi)][hq] hq
— AN=" Wai
de, ., - >
6WZ':_(fi_d>][fi<1_fi)][hq] fi
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Ensemble jako samostatny model

e samostatna sit

- vystup linearni funkcg? /4‘\

- Aktivacni funkce
1<
o ai_ﬁzi: /i
o Aktualizace qu
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Porovnani gradientu

» 3 samostatné sité jef =[(7 L (- £)]lh,
» Ensemble jako jedna sit’ 4,-=I(7-)l1li5 /.01 7)]in,

* Minima na stejnych mistech
 Ale gradientni plocha je M krat melkCni

- Stejny efekt u BP s malou ucici rychlosti

» Skalovani A, kaluje mezi jednou siti s linearni
vystupni vrstvou a paralelnim ensemble
systemem
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Experimentalni vysledky
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Ensemble klasifikatoru

« Chybova funkce je vétSinou definovana na
oboru hodnot: <0,1> (Zero — One loss)

» Chen 2009: Diversity and Regularization in
Neural Network Ensembles. PhD thesis

- Ambiguity dekompozice i pro 0 - 1 chybovou
funkci.

- Porovnani koreluje s 10 jinymi mirami pro
méreni diverzity klasifikatoru

Praha, 2010

Tomas Siegl, sieglt@fel.cvut.cz, http://cig.felk.cvut.cz



Budouci vyzkum

» Teoreticky prozkoumat navrzeny ambiquity
teorem pro zero — one loss funkci

- Prozkoumat dolni a horni mez A v zavislosti na po¢tu modelu v
ensemblu

* Najit ,miru“, ktera bude behem uceni korelovat
s varianci ensemblu

- Eliminace naro¢ného pocitani pres vSechny mozné treninkové
mnoziny

- Explicitni kontrola nad Varianci i kovarianci behem uceni ensemblu
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Dekuji za pozornost
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